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2.2. MODELLGLEICHUNGEN

Bezeichnung Vektorschreibweise | Indexnotation
Skalarprodukt =d-b c=a;b;
g=Ab crp = Airb;
Kreuzprodukt g=axb ¢; = €jjka;by
Gradient c=grada = Va ¢ = 59;1
T=gradi = Vi | t;; =34
Divergenz c=divi=V-a c= g—;z
c=divT=V.-T c,*gigf
]
Rotation c=rotda =V xa Ci = €k gi
Laplace-Operator Ap=V-Vo¢ c= azi'i;l—l

2.2. Modellgleichungen

2.2.1. Transportprobleme

Viele Probleme im Bereich des Maschinenbaus lassen sich durch eineseinzige Gleichung
beschreiben, wenn man die Parameter entsprechend wéhlt. Diese sogenannte allgemei-
ne skalare Transportgleichung hat die Form

A(p¢)
ot < ox

o L [o10) _
_i(””” ‘“axi)*f'

Man beachte, dass hier die, Summenkonvention Anwendung findet! Die DGL in dieser
Form gilt fiir jede beliebige Raumdimension, die zweidimensionale Transportgleichung
unterscheidet sich von der eindimensionalen daher nur durch die Anzahl der Summan-
den.

(2.1)

Bedeutung der einzelnen GréRen

¢: Die unbekannte Grofse, fiir'die die DGL gilt. Sie wird passend zum betrachteten
Problem gewihlt. Ein Beispiel ist ¢,T" bei Warmeleitung.

p: Die Dichte des betrachteten Mediums.

v Die (Konvektions-)geschwindigkeit des Mediums in x;-Richtung. In Festkoérpern
findét keine Konvektion statt, daher ist v; = 0.

a: Die Leitfahigkeit des Mediums, z. B. die Warmeleitfahigkeit A.
f: AuRere Einfliisse, z. B. Warmequellen/-senken pq bei Wirmeleitung.

Diese Grofen sind nicht notwendigerweise konstant, bei einem inhomogenen Material
konnte die Leitfahigkeit oder die Dichte vom Ort abhéngen.

11



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

Bedeutung der einzelnen Terme

%: Zeitabhéngiger Term. Tritt nur bei instationdren Problemen auf und benétigt
dann zusétzlich eine Anfangsbedingung ¢(Z,t) = ¢o(Z) fiir jeden Ort des Pro-

blems.

% (pvig): Konvektiver Anteil des Transportvorganges. Durch Integration und An-
wenden des Gaufi’schen Satzes erhidlt man den konvektiven Fluss

FC = / (pi®)nei dSe & pinei6Se -be
—_———

Se =mMec

und damit den Massenstrom durch die Rénder des betrachteten Volumens, hier
am Beispiel der Seite Sc. Fiir das Upwind-Verfahreny das wir spater kennen ler-
nen, interessiert primér das Vorzeichen des Massenstroms, welchesisich direkt.aus
der DGL ablesen lasst (der Vorfaktor von ¢ in der Klammer). Positivebedeutet,
dass die Masse in positive Koordinatenrichtung strémt.

a
ox;

(—a g%) : Diffusiver Anteil des Transportverganges. Analog zum konvektiven An-

teil erhélt man den diffusiven Fluss
o) 0,
FCD = 7/ (a ¢ ) Nei dSe & —an ;0S¢ (—d))
ox; Ox; c

Vorsicht: Die hier ausgefiihrten Integralapproximationén (mehr dazu spéter) gelten so
nur fiir konstante Koeflizienten p, v; und «

2.2.2. Randbedingungen

Wie wir bereitsiwissen, benotigt man fiir die Lésung der Differentialgleichungen Rand-
bedingungen. Diese lassen sich in drei Klassen einteilen:

Dirichletsche Randbedingungen:»Vorgabe des Funktionswertes ¢ auf dem dem Dirich-

let-Rand Sp:
¢ =¢g auf Sp
Neumannsche Randbedingungen: Vorgabe der Normalableitung a%ni auf dem Neu-
mann-Rand Sy '
0
« ¢n¢:bs auf Sy
8mi

Wichtig:der Faktor a entspricht der Leitfahigkeit in der Transportgleichung!

Cauchysche Randbedingungen: Gemischte Randbedingungen auf dem Cauchy-Rand
Sc:

0\
CS¢+aa¢ni = bg auf S¢

Ty

Die Randstiicke Sp, Sy, S¢ ergeben zusammen den gesamten Rand S, konnen in
mehrere Teile aufgeteilt sein, {iberlappen sich aber nicht!

12



3. Finite-Volumen-Methode

Das erste Verfahren, das wir kennen lernen, ist die Finite-Volumen-Methode (FVM).
Sie hat die nette Eigenschaft, dass die Bilanzgleichungen, auf die sie angewendet wird,
ihre Giltigkeit durch die Diskretisierung nicht verlieren. Allerdings ermgglicht sie es
nur, einzelne diskrete Funktionswerte auszurechnen.

3.1. Ubliche Kontrollvolumina in 1D bis 3D

Fiir die Berechnung wird das betrachtete Gebiet in eines oder mehrere Kontrollvolumi-
na zerlegt. Bei der héndischen Berechnung wird iiblicherweise auf kartesische, d.h. an
den Koordinatenachsen ausgerichtete, rechtwinklige Kontrollvolumina zuriickgegriffen.
Bei FVM werden die gesuchten Funktionswerte in det Regel in der Mitte der Kontroll-
volumina berechnet.

3.1.1. 1D-Kontrollvolumen

Ein Kontrollvolumen mit einer Dimension ist ein|Abschnitt auf der z-Achse, hier die
drei Kontrollvolumina [0;2], [2;4] und [4;6]:

w w P e F
; * + ° — * —
0 2 4 6

Der Index P bezeichnet den Mittelpunkt des aktuell betrachteten Kontrollvolumens
(hier [2;4]), E (east)isteht fiir das KV rechts des aktuellen KV, W (west) fir das
KV links davon. Mit den Kleinbuchstaben ebzw. w werden die Rénder des aktuellen
KV bezeichnet. Wendet man Approximationen hoherer Ordnung an, benétigt man die
Nachbarn der Nachbarn, welche mit EE (zwei mal rechts) und WW (zwei mal links)
bezeichnet werden. Mit dem hochgestellten Index bezeichnen wir die Seite, zu der ein
Normalenvektor gehort. Um eine beliebige Kante zu bezeichnen, verwendet man in der
Regel den Index e. Betrachten jwir nochmals das Kontrollvolumen von eben:

P
F(w) = (Zq)le) ® I— () = (+1)

2 4

Es' maguf den ersten Blick vielleicht nicht klar sein, aber die Normalenvektoren
haben im 1D-Raum auch nur eine Komponente namlich +1 am rechten Rand des KV
und —1 am linken Rand des KV. Aufserdem reduzieren sich Volumenintegrale auf eine
Integration mit einer Variablen:

19



KAPITEL 3. FINITE-VOLUMEN-METHODE

und Oberflachenintegrale reduzieren sich auf eine Auswertung an den Intervallgrenzen,
da die Oberflache eines 1D-Volumens von nullter Dimension sein miisste:

// Fin;dS = Fin; = F(ze) - (+1) + F(zw) - (—1) (3.1)
S

3.1.2. 2D-Kontrollvolumen

In der zweiten Dimension kommen ein paar zusétzliche Nachbarn

Y

Die zuséatzlichen
Normalenvektoren

-kanten werden analog bezeichnet. Fiir die
nochmal einen Ausschnitt:

- (2)
l

20



3.4. BEISPIELE

3.4. Beispiele
3.4.1. Beispiel 1: 2D-Warmeleitung

Als erstes betrachten wir die Differentialgleichung

82T ar  9?T

2 49 -
Ox? + Oy + Oy? w
auf dem Gebiet
Q= [0;1] x [0;2]
mit den Randbedingungen
@0 =1 T@2=:  TL0y)=1
z

Zunéchst integrieren wir die DGL iiber ein Kontrollvolumen V

/ (62T +26T N 82T
Ox? Oy Oy
Vv

einzuteilen, daher ldsst sich

die linke Seite nach der Au en vereinfachen (siehe Ablauf

Schritt 4):

it der Mittelpunktsregel

0Sw + (B_T . nz) - 0Se
Oox .

+ ((ZT—i— B—T) : ny> <085 = xpypoV.
9y s

ie bereits erwiahnt, kartesische Kontrollvolumina betrachten, konnen wir ver-
schreiben

6Sw = 6Se = Ay 0SSy, =685 = Az oV = AzAy

29




KAPITEL 3. FINITE-VOLUMEN-METHODE

sodass wir (nachdem wir die Komponenten der Normalenvektoren eingesetzt haben)
die Gleichung vereinfachen kénnen zu

((8—T> — (a—T) ) - Ay + ((2T+ 87T> — <2T+ 82) ) Az = 2pypArAy.
ox /. ox /., oy /, Oy /.,

(32)

Wie es jetzt weitergeht, hingt von den benutzten Kontrollvolumina ab. Der Einfachheit
halber verwenden wir nur ein einziges Kontrollvolumen, das das gesamterGebiet 2
umfasst. Damit sind die Koordinaten des Kontrollvolumens

(Twlyw) = (0]1) (zelye) = (1]1)
(nlyn) = (0,5]2) (zslys) = (0,5(0)
(zplyp) = (0,5]1)
und die Kantenldngen
Ar =1 Ay = 2.

Als néchstes miissen wir die Unbekannten ersetzen. Die Normalableitungen auf der w-
und e-Seite erhalten wir aus den Randbedingungen

oT oT
97) 1 =y, =¥
(az)w <8x> &

genau wie die Funktionswerte auf'der n- und s-Seite
Ty =2 = 0,25 T, = 1.

Fiir die Normalableitungen auf der n- und s-Seite miiissen wir Differenzenquotienten
aufstellen, da wir hierfiir keine Vorgaben haben, dabei setzen wir die bekannten Werte
direkt ein

T Tp=T ar Tp — Ts
(—) =" L 025 Ty (—) =275 1.
Oy /. Yn —YP 0y /s

Das alles setzen win, in die diskretisierte Gleichung (3.2) ein und erhalten
(1-1)"2%(05+026—T, —(2+T1 —1))-1=05-1-1-2
und damit die Losung
5
=2
'Ts
3.4.2. Beispiel 2: 2D-Wairmeleitung die zweite

Als zweites,berechnen wir dasselbe Problem wie in Beispiel 1, diesmal aber mit den
zwei Kontrollvolumina

Vi =[0;1] x [0;1] Vo =[0;1] x [1;2].
Wir beginnen direkt mit der diskretisierten Gleichung (3.2):

((8—T> — (a—T) ) - Ay + ((2T+ 37T> — <2T+ 8£) ) Az = xpypArAy.
ox /. ox /,, 0y /, oy /.

(33)
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4.4. FINITE ELEMENTE

In den Spalten der Matrix stehen dann namlich die Vorfaktoren der Koordinaten der
Ansatzfunktion (in der selben Reihenfolge wie die aj-s aus dem Ansatz!), sodass wir
uns das Auflosen sparen:

¢ (x,y) = (Blr + B85 x4+ Bhr-y) bl + -+ (Bl + -+ Bhn) b
—
Ni(zy) Ni (2,9)

Die Terme N]l: in den Klammern nennt man lokale Formfunktionen. Somit erhalten
wir eine alternative (und praktischere) Darstellung der Ansatzfunktion

¢'(@) = D S NL(@).
k=1

Sie gilt so nur fiir einzelne Elemente (erkennbar am Index ¢). Die entsprechende globale
Darstellung, die die Lésung im gesamten Problemgebiet beschreibt, lautet

N
$(&) = po(@) + > $lNi (D),

k=1

dabei steht ¢y fiir die k-te globale Knoténvariable (sie ist mehrerén Elementen zu-
geordnet), N ist zusammengesetzt aus lokalen Formfunktionen und o erfiillt die
dirichletschen Randbedingungen und ist ebenfalls aus Formfunktionen zusammenge-
setzt. Wir werden fiir die Berechnung allerdings bei der lokalén Darstellung bleiben.

4.4.3. Transformation/auf Einheitselemente

In der Regel werden die finiten Elemente durch eine Variablentransformation auf Ein-
heitselemente abgebildet. Das hat den Vorteil, dass man auftretende Integrale unab-
héngig vom jeweiligen Element machen kann und diese daher nur einmal ausgerechnet
werden miissen - ein riesiger Vorteil.bei vielen Elementen. Variablen und Funktionen,
die sich auf das Einheitselement beziehen, werden mit einem hochgestellten Index e
bezeichnets

1D

Bei, eindimensionalenyProblémen miissen wir ein beliebiges Intervall [zll,xé] und die
Formfunktionen (hier am Beispiel eines linearen Ansatzes) auf das Intervall [0; 1] ab-
bilden:

¢ 7 7 (z) e e
1] Nl N2 1 Nl N2
-
n + x ! + T
mll 112 0 1

41



KAPITEL 4. FINITE-ELEMENT-METHODE

Das geschieht mit der Variablentransformation

o =af +r- (1) —a}),
—_——
Az

die natirliche Koordinate r nimmt Werte zwischen 0 und 1 an. Damit kdnnen wir
Transformationsvorschriften herleiten fiir Integrale

E = Az = dr = Az - dr

dr
und Ableitungen _
dN;  dNp dr dNg 1

dz dr dz  dr Az’
dr

wobei -7 gerade der Kehrwert der vorherigen Transformationist. Die Ableitungsregéln
gelten nicht nur fiir die Formfunktionen N} sondern fiir jede beliebige Funktion!

Die Integration vereinfacht sich nach der Tranformation auf

/l(...)Az‘dr,
0

2D

In zwei Dimensionen wird das ganze etwas schwieriger, gliicklicherweise gelten fiir Drei-
ecke und Parallelogramme (und damit Rechtecke und Quadrate) die gleichen Transfor-
mationsvorschriften. Allerdings benttigen wir nun zwel natiirliche Koordinaten r und
s. Die hochgestellten Indizes i lasse ich der Ubersi¢ht halber weg. Die Nummerierung
der Eckpunkte 1 bis/3 ist dabei willkiirlich, allerdings z&hlt r» immer von Punkt 1 zu
Punkt 2 und s von Punkt 1 zuPunkt 3:

y
(z34Y3) s
S
1 e3
(1,91)
=
T
O 1 2 r
(z2,y2) 0 1
X

Die Transformationsvorschrift lautet dann

r=z1+ (x2—x1) -r+ (z3 —x1) s
y=y1+ Y2 —v1) 7+ (ys —y1)-s,

42



KAPITEL 4. FINITE-ELEMENT-METHODE

Den Knoten 7 finden wir in Element 1 (Knoten 3) und 2 (Knoten 2), also erhalten wir
by = by + b3

4.6.9. 1D-FEM

Jetzt haben wir alles ausgiebig behandelt und kénnen uns einer ,richtigen FEM zu-
wenden. Trotzdem fangen wir klein an und betrachten die eindimensionale Gleichung

3¢ —4¢' +p==x auf z € (1;4)
mit den Randbedingungen
¢'(1) =1 o/(4) = —2
auf dem Problemgebiet
#1 ®2 ¢3
T 2 1

Schwache Formulierung Wir multiplizieren die DGL mit einer Testfunktion w und
integrieren iiber das Problemgebiet:

4 4

4 4
/3¢”.wdx_/4¢’-wdm+/¢~wdx=/m~wd$,
1 1

1 1
das erste Integral integrieren wir partiell

4 4 4

[wﬂwﬁjﬁﬁwwm/ﬁw4mm+/¢m@x=/xmwa
1 1

1 1

bringen den Randterm, auf die rechte Seite, fassen die Integrale links zusammen und
multiplizieren mit (—1), um links ein paar Minuszeichen wegzuschaffen

4 4
/(¢'-(3w'+4w)—¢>-w) dz = [3¢’-w]?—/az-wdx.
1 1
Wir haben an beiden Riéndern Aussagen iiber ¢/, also kénnen wir keine Angabe iiber
w an‘den Ra@ndern machen.
Transformation aufs Einheitsgebiet Da wir zwei verschieden grofe Elemente haben,

bietet es sich an, diese aufs Einheitselement zu transformieren. Die Vorschrift schlagen
wir in Abschnitt 4.4.3 auf Seite 41 nach:

z=zi+Az-r
de = Az - dr.
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5. Zeitdiskretisierung

Bei der Behandlung von instationdren Problemen mit der FVM oder der FEM ent-
stehen Differentialgleichungen oder Systeme in der Zeit, wir haben dazu bereits ein
Beispiel betrachtet. Um die entstehende Gleichung zu 16sen, diskretisiert man das Pro-
blem in der Zeit, d.h. man wahlt einen Zeitschritt und 16st die DGL zu bestimmten
Zeitpunkten.

Die hierfiir verwendeten Verfahren haben wir bereits in Numerische Mathematik
kennen gelernt, daher werde ich nur noch kurz darauf eingehens

5.1. Grundlagen

5.1.1. Notation

Alle Verfahren gehen davon aus, dass die DGL nach der héchsten Ableitung aufgelost
wurde. Ich verwende hier die Notation, die wir bereits damals verwendet haben, da sie

eindeutig ist
o = f(t, ),
bzw. fiir Gleichungen héherer Ordnung
o DE (B, o', D)

Ein hochgestellter Index in' Klammern bezeichnet einé Ableitung, so steht ¢(*~1) fiir
die (n — 1)-te Ableitung der Funktion ¢.

5.1.2. Reduktion der Ordnung

Auflerdem funktionieren die hier vorgestellten Formeln nur fiir DGLen bzw. Systeme
1. Ordnung. Gleichungen héherer Ordnung (d.h. mit einer héheren Ableitung als der
ersten) mussen auf ein System erster Ordnung reduziert werden. Dazu definiert man
zunachst n Hilfsfunktionen, wobei n die Ordnung der Gleichung ist:

w1 =¢ P2 = ¢' on ="

Wir sehenydass jede Funktion die Ableitung der vorherigen ist

/1 /

90/1:¢/:(‘02 wlzz(b =¥3 ¢n—1:¢(n71):90n7

sodass wir daraus n — 1 Gleichungen erhalten. Die n-te Gleichung ergibt sich aus der
DGL selbst
@;:¢(n) :f<t7¢)?¢/""7¢(n_1)>'

Auferdem miissen wir die Randbedingungen mit den Hilfsfunktionen ¢1, ..., @, aus-
driicken. Wenn wir das System geldst haben, steht in ¢; die gesuchte Losung, denn
schliefslich ist @1 = ¢.
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B. FEM-Koppeltafeln

Da die bei der FEM auftretenden Integrale selbst fiir Standardansétze in wildes Kampf-
rechnen ausarten kénnen, habe ich hier fiir die iiblicherweise auftretenden Terme die
Ergebnisse aufgelistet. Besteht das zu berechnende Integral aus mehreren dieser Terme,
konnen sie einfach addiert werden, eventuell mit Vorfaktoren gewichtet;

Alle Berechnungen wurden fiir Einheitselemente mit der Nummerierung aus 4.4¢3
auf Seite 41 durchgefiihrt. Bei abweichender Nummerierung miissen die Matrizen ent-

sprechend umsortiert werden.

B.1. Lineares Dreieckselement

Formfunktionen Integration Skizze
s
Ni(r,s)=1—r—s 11—
N5(r,s)=r / ) dsdr I'ae
N§(r,s) =s =030
0 1 2 r
0 1
B.1.1. Integrale
1 1 1 2 1 1
Nga — (1 NeNg: — (1 2 1
o6\ g ’ 24\ 1 1 2
ONZ ON¢
ok Js
-1 -1 -1 -1 -1 -1
1 1 1 1 1 0 0 0
6\ o o o0 6\ 1 1 1
Ne 8N’“ : Matrix transponieren. N6 de : Matrix transponieren.
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ANHANG B. FEM-KOPPELTAFELN

ONE gNe 1 -1 0 ONE gNe 1 0 -1
_Ja_k . 1 -1 1 0 _Ja_k . 1 O 0 O
or Or 2 0 0 0 s Os 2 ~1 0 1

Formfunktionen

Ni(r,s)=1—r—s+rs
N5(r,s) =r—rs I 3
N3 (r,s) =rs
Ni(r,s)=s—rs
0 1 2 r
0 1
B.2.1. Integral
4 2 1 2
1 (2 4 2 1
enre .
NiNg: 2611 2 4 2
2 1 2 4
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B.2. BILINEARES VIERECKSELEMENT

ON¢§

J e
or F

-2 -2 -1 -1

1 2 2 1 1

1_2 1 1 2 2

-1 -1 -2 =2
ONE

N]‘? TT&: Matrix transponieren.

ON? ON¢ :
or  Or

1
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